1)

2)

3)

4)

Koordinatageometria

a) Egy  derékszogl haromszog egyvik oldalegvenese valamelyik
koordinatatengely, egy masik oldalegyenesének egyenlete 2x+y =10,
egvik csucsa az origd. Hany ilyven tulajdonsaga haromszog van?(6 pont)

b) Jeldlje e azokat az egyeneseket, amelynek egyenlete 2x+y=>5b, ahol b
valos paraméter. Mekkora lehet b értéke, ha tudjuk, hogy van kozis
pontja az igy megadott e egyenesnek €s az origdo kizéppontu 4 egyseg
sugaru kornek? (8 pont)

A PORS négyszog csucsai: P(3;-1), Q(1;3), R(-6;2) és S(-5;-5).

Dontse el, hogy az alabbi harom allitas koézll melyik igaz és melyik hamis!

Tegyen * jelet a tablazat megfeleld mezoibe. Valaszat indokolja, tamassza ala

szamitasokkall

a) A allitas: A PQRS négyszdgnek nincs derékszoge. (4 pont)
b) B allitas: A PORS négyszog hurnégyszog. (4 pont)
c) C allitas: A PORS négyszognek nincs szimmetriacentruma. (S pont)
Igaz Hamis
A
B
C

Harom ponthalmazt vizsgalunk a derékszogi koordinata-rendszer S sikjaban.
Az A halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinatai:

4x-3y=>18, azaz A= {P(x;y)eS | 4x-3y=18};

a B halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira:

X +y —6x+4y-12<0, azaz B:={F{x;y}es | x3+y"—ﬁx+4y—12£[}}.

a C halmazt pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira:

y° =4, azaz C:={P{_x;ye$] | y* --4}.

a) Abrazolja koézos koordinata-rendszerben a harom halmazt! Fogalmazza
meg, milyen geometriai alakzatok az A, a B és a C halmaz pontjail (8 pont)

b) Abrazolja 0jabb koordinata-rendszerben a B\ A halmazt! Fogalmazza

meg pontosan, hogy milyen geometriai alakzatot alkot ez a ponthalmaz?
(4 pont)
c) Abrazolja a BnC halmazt! Ennek a ponthalmaznak melyik P(x;y)

pontja van a legkozelebb, illetve a legtavolabb a koordinata-rendszer
origojatol? (4 pont)

a) Abrazolja a [0;6] intervallumon értelmezett x> x’-8x+11

hozzarendeléssel megadott fhggvényt (3 pont)
b) Adja meg a y=x-8x+11 egyenlettel megadott alakzat P(5;-4)

pontjaban huzott érintéjének egyenletét, (11 pont)



3)

6)

7)

8)

9)

Egy haromszig két oldalegyenese az x tengely és az y=%x egyvenletu

egyenes. Ismerjilk a  haromszdg beirt kdérének egyenletét  is:
(x-4) +(y-2) =4. Irjuk fel a haromszog harmadik oldalegyenesének

egyenletét, ha a haromszig egyenld szara és
a) az alaplapja az x tengelyre illeszkedik |7 pont)
b) az adott oldalegyenesek a haromszog szaregyenesei! (9 pont)

Adott a K(t)=t'+6t+5 polinom. Jeldlje H a koordinatasik azon P(x;y)
pontjainak halmazat, amelyekre K(x)+ K(y)<0.

a) A H halmaz pontjai kozill véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mennyi
annak a valoszinlsége, hogy a kivalasztott pont az C(-3,3) ponttol 2

egységnél nem nagyobb tavoelsagra van? (9 pont)
Az ffiggvényt a kovetkezoképpen definialjuk:
fiRoSR f(x)=x"+6x+5

b) Szamitsa ki az [ flgegveny grafikonja és az x tengely altal kozbezart
sikidom tertiletét! (7 pont)

Az aés b vektor koordinatai a t valos paraméter fliggvényében: a(cost;sint)

és b(sin” t;cos’t)

al] Adja meg a é€s b vektorok koordinatainak pontos érékét, ha t az Eﬂ
szamot jeléli! (2 pont)

b) Mekkora az a és b vekiorok hajlasszoge t = % esetén? (A keresett szoget

fokban, egészre kerekitve adja meg!) (5 pont)
c) Hatarozza meg f olyan valos értékeit, amelyek esetén a és b vektorok
merolegesek egymasral (7 pont)

Egy egyenld szari haromszog szarainak metszéspontja C(0;7) pont, a szarak
hossza V53 egység. A haromszig masik két cstucsa (A;B) illeszkedik az
Yy=- t—i x* +1 egyenletti parabolara.

a) Szamitsa ki az A és a B pont koordinatait! (6 pont)
b) Irja fel az ABC haromszig egyik szaregyenesének egyenletét! Ennek az
egvenesnek €s a parabolanak tovabbi kdzods pontja D. Hatarozza meg a D

pont koordinatait! (4 pont)
c¢) Mekkora teruletti részekre bontja az ABC haromszoget a parabola ive?
(6 pont)

Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyenlete rendre:
DA:3x—-4y-20=0 AB:3x+5y-20=0
BC:4x-3y+12=0 CD:5x+3y+15=0

a] Igazolja, hogy a négyszig atloi az x és az y tengelyre illeszkednek,

tovabba, hogy ennek a négyszognek nincs derékszoge! (8 pont)
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszog hurnégyszog! (8 pont)



10) Az x* =2y egyenletll parabola az x* +y’ <8 egyenlettl korlapot két részre
vagja. Mekkora a konvex rész terilete? Szamolasa soran ne hasznalja a =
kozelité értékeét! (16 pont)

11) Adott a sikbeli derékszogl koordinata-rendszerben az x* +y” +6x+4y-3=0
egvenletl kor. Ebbe a kirbe szabalyos haromszoget irunk, amelynek egyik
csucsa A(l;-2).

a) Szamitsa ki a szabalyos haromszog masik két csticsanak koordinatait!
Pontos értéekekkel szamoljon! (11 pont)
b) Véletlenszertien kivalasztjuk az adott kor egy belsé pontjat. Mekkora a
valoszinusége, hogy a kivalasztott pont a tekintett szabalyos
haromszégnek is belso pontja? Valaszat két tizedes jegyre kerekitve adja
meg! (5 pont)

12) irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik illeszkedik a P(2;5)

pontra, valamint az x+y=4 és x+y=6 egyeneseket olyan pontokban
metszi, amelyek elsé koordinatajanak ktlonbsége 3. (16 pont)

13) Az y=ax+b egyenleta egyenes illeszkedik a (2;6) pontra. Tudjuk, hogy

a <0, Jelolje az x tengely €s az egyenes metszéspontjat P, az y tengely é€s az
egyenes metszéspontjat pedig Q. Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét,
amelyre az OPQ haromszog teriilete a legkisebb, és szamitsa ki a terliletét (O
a koordinata-rendszer origojat jeloli)! (16 pont)
14) Az ABC haromszog oldalegyveneseinek egyenlete:
AB: y=0
BC: x+10y =20

CA: y=%x—4

a) Szamitsa ki a haromszog csucspontjainak koordinatait! |7 pont)
b) Szamitsa ki a haromszog B csucsnal lévo belso szoget! (4 pont)

15) Egy haromszig két cstucsa A(8;2); B(-1;5) a C csics pedig illeszkedik az y

tengelyre. A haromszog koré irt kor egyenlete: x* +y* —6x-4y-12=0

a) Adja meg a haromszig oldalfelez6 merdlegesei metszéspontjanak
koordinatait! (3 pont)

b) Adja meg a haromszdig sulypontjanak koordinatait! (8 pont)

ahol a és b olyan valos szamokat jeldélnek, melyekre O<a <1, illetve 1<b

teljestl.

a) Bizonyitsa be, hogy a B pont mindkét koordinataja nagyobb az A pont
megfeleld koordinatainall (3 pont)

b) Bizonyitsa be, hogy az OA - OB vektor merodleges az OA vektorral (3 pont)

¢) Mekkora az OA és OB vektorok hajlasszoge? (4 pont)

d) Legyen a =%, b pedig jeldljon tetszoleges 1-nél nagyobb valds szamot.
Adja meg (egvenletével, vagy a dercékszogli koordinata-rendszerben
abrazolva) az A, illetve B pontok halmazat! (6 pont)



17) A Csendes-ocean egyik kis szigetétol keletre, a szigettol 16 km tavolsagban
elstllyedt egy fold korili uton jaro vitorlas. A legénység egy mentocsonakban
segitségre var, a naluk lévd jeladd keészilék hatdésugara minddssze 6 km.
Amikor a vitorlas elstllyedt, akkor a szigettdl délre, a szigettdl 24 km
tavolsagra volt egy tengerjaro hajo. Ez a hajo allandéan északkeleti iranyba
halad, a hajotordttek pedig a vitorlas elstllyedésének helyérdl folyamatosan
kiildik a vészjeleket.

a) Igazolja, hogy a tengerjard legénysége észlelheti a segélvkeérd jelzést!
|7 pont)
Egy 1,5 km magassagban halado repiilégép éppen a sziget felett van, amikor
a repulégep fedélzeti muszerei észlelik a tengerjaré hajot, amely a vitorlas
elstllyedése ota 20 km-t tett meg.
b) Mekkora depresszio szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a muszerek a
tengerjarot? Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg! Szamitasai
soran a Fold gorbiletétol tekintsen ell (7 pont)

18) A derékszdgh koordinata-rendszerben az ABC haromszdg csucsai: A(2;1),
B(7;-4), C(11;p). Hatarozza meg a p paraméter pontos értékét, ha a
haromszig B csucsanal levo belsd szoge 60°-0s. (16 pont)

19) Az ABCD hurtrapéz koré irt kirének egyenlete {I—311+{y—2]3 =100. A
hurtrapéz szimmetriatengelyének egyenlete 2x -y =4. A trapéz AB alapjanak
egy belsé pontja P(-5;1), BC szaranak hossza pedig 1042 egység. Hatarozza
meg a trapez csucsainak koordinatait! (16 pont)

20) Egy ABCD négyzet A csucsa a koordinatarendszer y tengelyére, szomszédos B
csicsa pedig a koordinatarendszer x tengelyére illeszkedik.

a) Bizonyitsa be, hogy a négyzet K kozéppontjanak koordinatai vagy

egyenlok, vagy egymas ellentettjei! (8 pont)

b) Egy ilyen négyzet kdzéppontja a (7;7) pont. A négyzet oldala 10 egység

hosszuil. Szamitsa ki a négyzet koordinatatengelyekre illeszkedo két

csucsanak koordinatait! (8 pont)

21) Adott a derékszdogl koordinata-rendszerben harom pont: A(-16;10),
B(2; 4), C(10; 2).
a) Szamitsa ki az ABC haromszog B csucsanal fekvd belso szdgét! (6 pont)
K pont egyenld tavolsagra van A-tol, B-tol, és C -tdl.
b) Hatarozza meg K pont koordinatait! (& pont)
22) Egy téglalap alakl varosi park tervezésekor a kezdeti egyszeri vazlatokat egy
rajzoloprogram segitségével késziti el a tervezd. A parkot derékszogu
koordinata-rendszerben abrazolja Ggy, hogy a koordinata-rendszer tengelyein
a hosszusagegység a valosagban 10 méternek felel meg, A park négy csucsat
az A(0;0), B(30;0), C(30;48); D(0;48) koordinataju pontok adjak meg. Az
elso tervek kozitt a négy cstucson atmendo korat is szerepel.
a) Adja meg ennek a kérnek az egyenletét! (3 pont)
A vazlatba a tervezd egy olyan kirt is berajzolt, amely egy diszteret hatarol
majd. A kor egyenletét a rajzoloprogram x* +y’ —36x—-48y+ 819 =0 alakban
adja meg.
b) Szamitsa ki, hany szazaléka a disztér teriilete a park tertiletének! (4 pont)



A tervezd egy olyan egyvenest is megrajzolt, amely a park C csucsaban lévo
bejaraton és a P(18; 24) ponton halad at. Ezen az egyenesen egy sétadt halad

majd.
¢) Hatarozza meg a setaut egyenesének egyvenletét, és szamitsa ki a parkbeli
szakaszanak valodi hosszat! (5 pont)

23) Az f:R R, flx)=x"-12x+27 flggvény grafikonja a derékszogl
koordinata-rendszerben parabola.
a) Szamitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom

teruletét! (5 pont)
b) irja fel a parabolahoz az E(5;-8) pontjaba huzott érint6 egyenletét!
(5 pont)
c) Szamitsa ki a parabola fokuszpontjanak koordinatait! (4 pont)
24) Adott az x* +y” +4x 16y +34 =0 egyenlet k kor.
a) lgazolja, hogy az E(-7; 5) pont rajta van a k koron! (2 pont)
b) Irja fel a k kor E pontjaban htizhato érintéjének egyenletét! (5 pont)

c¢) Hatarozza meg az m valos paraméter dsszes lehetséges értékét ugy, hogy
az y =mx egyenletl e egyenesnek és a k kornek ne legyen kdzos pontjal
(9 pont)
25) Az ABCDEFGH négyzetes oszlop AE, BF, CG, DH élei
merdlegesek az ABCD alaplapra. Az A csicsbol
kiinduld harom él hossza AB = AD =8 egység, AE=15
egyseg.
a) Szamitsa ki az EF és AH vektorok skalaris
szorzatat!
(3 pont)
A négyzetes oszlop koré egy P csucspontu forgaskuapot
illesztink tgy, hogy az A, B, C, D cstucsock a kup
alaplapjara, az E, F, G, H csucsok pedig a kup
palastjara illeszkedjenek. (A kup és a négyzetes oszlop
tengelye egybeesik.) A kup magassaga 45 egyseég.
b) Szamitsa ki a kap felszinét! (7 pont)
c) Hany olyan derékszdgli haromszdg van, amelynek
egyik befogoja 15 egység hosszu, s a masik két
oldala is egész szam hosszusagu? (Az egybevagod
haromszogeket nem tekintjlik kiilonbozoknek.)
(6 pont)
26) Egy egyenlo szaru haromszog oldalai hosszusaganak atlaga 10, szorasa 3J2.
a) Hatarozza meg a haromszoig oldalainak a hosszat! (6 pont)
Egy haromszog cslicsai a derékszdgi koordinata-rendszerben
A(-6;0), B(6,0), és C(0;8).
b) Igazolja, hogy a 3x-4y=-12 egyenleti e egyenes felezi az ABC
haromszog kertletét és teraletét is! (10 pont)




27) Egy  kétszemélyes  tarsasjatékot olyan . (1:1)
négyzet alakua tablan jatszanak, amelyet
fehér és szlrke mezdkre osztottak fel az
abra szerint.

Ha a tablat egy olyan koordinata-rendszerbe
helyezzlik, amelyben a négyzet csucsainak
koordinatai

(11), (-1;1), (-1;-1), illetve (1;-1), akkor
ebben a koordinata-rendszerben az a jelQ iv
egyvenlete: Yy =|[1—.1r:}3 ,02x<1, A tabla =%-V (1;-1)

kozeppontosan €s tengelyesen is szimmetrikus.

a) Irja fel a masik harom (az abran b, ¢, illetve d jelt) iv egyenletét is! (4 pont)

A tarsasjaték gyartoja a 2 dm oldalu tabla fehér szina részének bevonasahoz

egy specialis anyagot hasznal. Ebbél 1 kg mennyiség 12 m® tertilet

bevonasahoz elegendd.

b) Szamitsa ki, hogy 4000 darab tabla elkészitéséhez hany kg specialis
anyag szlikséges! (5 pont)

A keétszemélyes tarsasjatékban minden jatszma csak valamelyik jatékos

gydzelmevel végzodhet, déntetlen nincs. Minden jatszmaban 1 pontot kap a

gybztes, a vesztes pedig O pontot.

Anna és Bori nagyon szereti ezt a tarsasjatékot, sok jatszmat lejatszottak mar.

Ha egymas ellen jatszanak, akkor Anna 0,4 valoszinuséggel, Bori pedig 0,6

valoszintségeel nyer meg egy jatszmat. Egyik alkalommal megallapodnak,

hogy addig jatszanak tjabb jatszmakat, amig valamelyikiik elészér éri el a 10

pontot (és igy megnyeri a jatékot).

c) Mennyi annak a valoszintisége, hogy Bori legfelijebb 12 jatszma utan
megnyeri a jatekot? (Kezdéskor mindkettdjiiknek O pontja van.) (7 pont)

28) Az ABCD harnégyszoghen AR =20, BC =18, ABC, =70°, CAD, =50°.

a) Milyen hosszi a CD oldal, és mekkora a hurnégyszog teriilete?

(7 pont)
A derékszogu koordinata-rendszerben adottak a P(-2; 0), Q(6; 0) és R(0; 5)

pontok, a H pedig a PQ szakasz tetszdleges pontja.
b) Szamitsa ki a PH és az RH vektorok skalaris szorzatat, ha H(-1,8; 0}

(2 pont)

c) Adja meg a H pont koordinatait ugy, hogy a PH és az RH vektorok
skalaris szorzata maximalis, illetve gy is, hogy minimalis legyen!

(7 pont)

29) A statisztikai értékelések soran szikség van az
adatokat es Osszefliggéseket szemlélietd pontok és
egyenesek kolesdnds helyzetének jellemzésére. Egy
ilyen jellemzé lehet a pontnak egy megadott
egyenestol meért fiiggoleges tavolsdaga.

Az abran lathato B,P,P,F, pontok esetén a

flggoleges tavolsagok rendre a d,,d,,d,,d, szakaszok

hosszaval egyenlék. (A tavolsagokat megadé | L |
szakaszok parhuzamosak az y tengellyel.) . N S -

P




a) Hatarozza meg az R(4;2) és az S(45) pontok filggileges tavolsdgat az

Y = éx +§ egyenestol! (3 pont)

Ha a derékszogl koordinata-rendszerben az adatokat pontokkal jelenitjiik

meg, ¢s kalonbozd egyeneseket vesziink fel, akkor mindegyik egyeneshez

kiszamithato a pontok fUggoleges tavolsagainak négyzetosszege (az abran

lathaté példaban d* +d,* +d,* +d.”).

Tekintstik azt az egyenest a pontokra legjobban illeszkedd egyenesnek,

amelyre ez a négyzetosszeg a lehetd legkisebb,

Adott harom pont a koordinata-rendszerben: A(1;3), B(3;5) és C(4:4).

b) Adja meg az m értékét ugy, hogy az y=mx egyenletd (origdbn atmend)
egyenes a megadott modszer szerint a legjobban illeszkedjen az A, Bés C
pontokral (m e ) (6 pont)

Az y =%{—2.=u:"i +11.:c} egyvenlett g gorbe athalad a megadott A és B pontokon,

a h egyenes pedig az origon és a C ponton.,
c) Mekkora a g és h altal kozbezart korlatos alakzat tertilete? (7 pont)



